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=
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=
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=
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→
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)lim(lim)(lim) x
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  163تمرین صفحه  2-6-28
  . روي بازده داده شده تحقیق کنیدسسسدر مورد پیوستگی هر یک از توابع زیر   )1(

3  )الف
7
−

=
x

xf [روي بازه هاي  )( [ [ ]322 ,,)(,),,,( ox∞+−∞  

اســـــت، پـــــس تـــــابع فقـــــط روي        x=3تنهـــــا نقطـــــه ناپیوســـــتگی ) ب
[ [ ] ),[],(,,,),),( ∞+−∞− 222222 oo.  

هـــاي   پـــس بـــازه . نقـــاط ناپیوســـتگی تـــابع اســـت    x=±2نقـــاط   )حل
[ ),(,),),( 2222 −−∞− o اند هاي پیوستگی بازه .  
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225) ج
2

x
xxf

−
+

),(روي بــازه هــاي   )(= ]و  ∞−−5 ] [ ]525 −∞−−− و  ,,,

],(),,(),,[,),( 525255 −−∞+∞  

  .را به دست می آوریم ابتدا دامنه تابع  )حل
),[),( 525 −∪−−∞=fD  

  5  2-  5-    

-  +  +  -  225 x−  
+  +  -  -  x+2  

  
),,(],,(),,[],[تابع روي : طبق دامنه 255255   .ناپیوسته است ∞+∞+−−−

),(,],(,),(تابع روي  55252   .پیوسته است −−∞−−

  .بع داده شده روي آنها پیوسته باشدفواصلی را تعیین کنید که تا  )2(
1(  122 −−= xxxf )(  

),(],(دامنه تابع برابر   )حل +∞∪−−∞= 43fDها فواصـل   این بازه. است
  .پیوستگی اند

2(  9
7

2 −
=

x
xf )(.  

}  )حل } ),(),(),( +∞∪−∪−−∞=±−= 33333RD f   این فواصـل
  .فواصل پیوستگی اند

3(  123 −+= xxxf )(.   
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فاصـله  . زیر رادیکال همه جـا پیوسـته اسـت    چون فرجه رادیکال فرد و  )حل
  .است Rپیوستگی 

4(  4
232

−
+−

=
x

xxxf )(  

[ ] ),(, +∞∪= 421fD  

۴  ١  ٢      

+  -  -  -  x-4 

+  +  -  +  232 +− xx  

  .نقاط ناپیوستگی توابع زیر را تعیین کنید  )3(

1(  2
42

−
−

=
x
xxf   .نقطه ناپیوستگی است x=2) حل.   )(

2(  1
1

−
−

=
x
x

xf   .نقطه ناپیوستگی است x=1) حل.   )(

3(  
x
xxf   .نقطه ناپیوستگی است x=1) حل.   )(=

4(  23
651

2

2

+−
+−−

=
xx

xxxxf ))(()(  .  

  .نقاط ناپیوستگی اند x=,21  )حل

5(  









<+
<<−−

−≤+−

=
xx

xx

xx

xf
112

111
112

2)(  

تعریف نشده  x=1چون تابع در . ناپیوستگی دارد x=1و   x=-1تابع در   )حل
  .حد ندارد x=-1و در 
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6(  [ ]
[ ]




<≤−
<<−

= 2
2

xxx
xx

xf
o

o
)(  

  .از دامنه اش ناپیوسته است x=1و  x=-1تابع در نقاط   )حل

oاین تابع در  x=  پیوسته است چونoo
oo

===
→→ +

)()(lim)(lim fxfxf
xx

  

  .پیوستگی تابع داده شده را در نقطه یا فاصله داده شده بررسی کنید  )4
1(  [ ] 21 ==−= oo xxxxxf ,)(  

  .تابع در هر دو عدد صحیح داده شده ناپیوسته است  )حل

2(  







=

=≠
−

−
+=

1

111
1

x

xx
x
x

xxf
o

o)(  

lim)()(ناپیوسته است چون  ox=1این تابع در  112
1

fxf
x

=≠=
+→

  

3(  








=

=≠+
=

o

oo o

x

xx
x
xx

xf
2

22 ,
)(  

ooاین تابع در  =x  ناپیوسته است چون)()(lim o
o

fxf
x

=≠−=
−→

22  

)  فاصله) 4 )64 و  ,
22

5
x

xf
−

=)( .  

),(دامنه تابع برابر  22 )  روي fاست پس تابع  −+ )64   .ناپیوسته است ,

](در فاصله   )5 ∞+−= ,,)( 112xxf.  
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[دامنه تابع برابر  )[ ∞+∪−−∞ ,,( 11o   است پس تـابع روي)[ پیوسـته   1,+∞
  .است

),[در فاصله   )6 2−∞  ,xxf −= 2)( .  
),[چون  2−∞=fD  است پس تابع روي],(   .پیوسته است ∞−2

],[در فاصله   )7 55−  ,225 xxf −=)(.  
]دامنه تابع برابر    .است که تابع روي آن پیوسته است −,55[

8(  
[ ]

1
1122

14
=









<+

>
= ox

xx

x
xxf )(  

  .تعریف نشده است پس در این نقطه ناپیوسته است ox=1تابع در 

2با ضابطه  fاگر تابع   )5(
123 2

−
−

=
x
xxf   .را حساب کنید 2f)(. پیوسته باشد )(

122  )حل
2232

22
=

−
+−

==
→→ x

xxxff
xx

))((
lim)(lim)(  

ــابع   )6( ــابطه   fت ــا ض ب







=

≠
−

=
o

o

x

x
x

xx
xf

,

,)(
2

ــه   ــوع   x=0در نقط ــه ن چ

  ناپیوستگی دارد؟

: ناپیوستگی اساسی چون حد وجود ندارد زیرا  )حل

22
==

=

−

+

→

→

x
xxf

xf

x

x

lim)(lim

)(lim

o

o

o  
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با ضـابطه   fتابع  aبه ازاء چه مقدار   )7(






=

≠
=

o

o

xa

x
x

x
xf

,

,cos
)(

در  12

x=0 پیوسته است است.  

oo  )حل
oo

=⇒==
→→

a
x

xxf
xx

12 coslim)(lim  

  

)8(  















≤≤

<<−+

−≤≤−−

=

π
π

ππ

π
π

xx

xbxa

x

xf

2

22

22

cos

sin

sin

  .را بیابید bو  aمقدار  )(

11

222

2

2

2

−==⇒

=+−⇒=−=+−=

=+⇒==+=

+

−

−→

→

ab

bafbaxf

bafbaxf

x

x

,

)()(lim

)()(lim

π

π

π

π
oo

  

تابع با ضابطه ) 99(



 −

+



 +

= 2
1

2
1 xxxf   چه نوع بستگی دارد؟ x=1در  )(

11: داریــــم  )حل =)(f    ناپیوســــتگی اساســــی     .تعریــــف شــــده اســــت

.است
1

1

1

1

−=
⇒

=

−

+

→

→

)(lim

)(lim

xf

xf

x

x
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اگر   )10(




≤+

>+
= 21

22
2 xax

xaxx
xf

,
,

را حسـاب   aپیوسته باشد مقـدار   Rدر  )(

  .کنید
  .بررسی شود x=2پیوسته اند کافی است پیوستگی در  Rچون ضابطه ها روي   )حل

2
3321424

142242
22

=⇒=⇒+=+⇒

+==+=+=
++ →→

aaaa

afaaxxxf
xx

)()(lim)(lim
  

]با ضابطه  fتابع  aبه ازاء چه مقدار  )11 ][ ]




∈
∉−

=
zxa
zxxx

xf
,
,

همـواره   )(

  پیوسته است؟
]بــا توجــه بــه خــواص جــزء صــحیح همــواره       ) حــل ] 1<−≤ xxo  پــس

[ ] o≤−<− xx1  بنابراین برايzx∉    همـواره داریـم[ ][ ] 1−=− xx    پـس بایـد
1−=a باشد.  

    اگر تابع  )12








<−
=
>+

=
11
13
12

xbx
x
xax

xf
,
,
,

   x=1  در   )(

  .را حساب کنید bو  aپیوسته باشد 

) حل
42

31311

31321

11

11

==⇒

=−⇒=−⇒=

=+⇒=+⇒=

−−

++

→→

→→

ba

bbxfxf

aaxfxf

xx

xx

,

)(lim)()(lim

)(lim)()(lim

  

تـابع   aبه ازاء چه مقدار  )13






<−
≥+=

−

o

o

xxa
xeexf

xx

,
,)(

2
پیوسـته   x=0در نقطـه   
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  .است

1) حل

21122

=⇒

=+===−=
−− →→

a

faxaxf
xx

)()(lim)(lim o
oo

  

14( a  وb  4را چنان تعیین کنید که تابع زیر در نقطه=ox پیوسته باشد.  

[ ]















>
−
−

=+





<+−

=

44
16

43

42

2
x

x
x

xbx
xbxa

xf

,

,

,

)(  

]) حل ]

5
115781

1452

1484
16

44

2

44

=⇒==⇒=+

+==+=+−=

+===
−
−

=

−−

++

→→

→→

aabb

bfbabxaxf

bf
x

xxf

xx

xx

)()(lim)(lim

)(lim)(lim

  

]اگر تابع با ضابطه  )15 ] [ ]xxaaxf 342 +−= 12پیوسته باشـد   Rدر ٍ )()( +
+

x
x 

  .را پیدا کنید aمقدارهاي 
ooنقطه ) حل =x را در نظر بگیرید داریم :oo =)(f  و 

3134

34

2

2

==⇒=+−⇒

==−−−=
−→

aaaa

faaxf
x

o

oo
o

)()()(lim  

]پیوستگی تابع  )16 ][ ] [ ][ ]xxxxxf +−+=   .بررسی کنید X=0را در  )(.1
ooواضح است که ) حل =)(f است.  
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و . از راســــــت نزدیــــــک صــــــفر باشــــــد x=/10فــــــرض کنیــــــد 
[ ][ ] ooo =+−+= 1011010 /./)/(f  10اگر/−=x    را از چپ نزدیک صـفر در نظـر

  .بگیریم

[ ][ ] oooo =++−−=− 111111 //)/(f  

→→+: بنابراین

===⇒

oo

oo

xx

fxfxf )()()(lim  

ooپس تابع در  =x پیوسته است.  

تابع با ضابطه  )17






∉
∈++−=

zx
zxxxxxf

,
,)(

1
1594 23

این . مفروض است 

4آیا ایـن تـابع در   . تابع در چند نقطه صحیح پیوسته است
5

=ox  2و=ox  و

3
7

=ox پیوسته است.  

عددي صـحیح باشـد آن گـاه     ox، اگر  xf)(=1، داریم  ∌zxچون براي ) حل

oxx
xf

→
= 1)(lim  . 1پس باید اعداد صحیحی را بیابیم که=)( oxf باشد.  

4
51

59459411594 22323

===⇒

=+−⇒=+−⇒=++−

ooo o

oo

xxx

xxxxxxxxx x

,,

)(

 
ooاین تابع در اعداد صحیح  =x  1و=ox پیوسته است.  

4این تابع در نقاط 
523

7
=== ooo xxx پیوسـته اسـت زیـرا ایـن اعـداد       ,,
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صحیح نیستند و براي همه آنها 
o

o

xx
xfxf

→
== 1)()(lim است.  

 .پیوسته باشد ox=−2را طوري تعیین کنید که تابع زیر در  bو  aمقادیر  )18

[ ]


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) حل
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afbxf )()(lim  
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+
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−
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−−− −→−→−→
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a
x

xx
x

xxf
xxx

,
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))((
limlim)(lim

4

42
22

2
4

2

2

22  

19(  a  وb را طوري پیدا کنید که تابع زیر همواره پیوسته باشد.  









≥−
<≤+−

<−+

=
225

214
132

3

2

xbx
xaxx

xbxax
xf

,
,
,

)(  

چون ضابطه ها چند جمله اي اند هر کدام همواره پیوسته اند باید پیوستگی در ) حل
1=ox  2و=ox برقرار باشد.  
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4
5

2
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424
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21046
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210244111

4284

3232
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22
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)(,)(

)(lim)(lim
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  .170تمرین صفحه  2-6-32

ooپیوسته باشد  oدر نقطه  gفرض کنید تابع   )1 =)(, gf  تابعی باشد که در یک
)()(همسایگی نقطه صفر در نامساوي  xgxf در  fثابـت کنیـد   . صـدق کنـد   ≥

oنقطه    .پیوسته است   
) حــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل

ooooo

ooooo

=⇒≤≤⇒≤≤−

=⇒=≤⇒≤

)()()()(

)()()()()(

ffxxfxf

fgfxgxf

  

پیوسته است پس  gحال چون 
o

o

→
=

x
xg )(lim از طرفی داریم:  

)()()( xgxfxg ≤≤−  
=−=oچون  )(lim)(lim xgxg oo == )(lim)( xff   در نتیجه پـسf  در

  .صفر پیوسته است

  .پیوسته است aدر نقطه  fفرض کنید تابع   )2
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  .پیوسته است aدر نقطه  fفرض کنید تابع ) الف

  .مثبت است aدر یک همسایگی  fثابت کنید  af)(<oاگر ) الف

  )حل

2است اگر  o>)(afچون 
)(af

=ε  را در نظر بگیریم :δ<o   موجود است بـه

  طوري که

)()()(

)()()()(

)()()(

afxfaf

afafxfaf

afafxfax

2
3

2

22

24

<<⇒

<−<−⇒

<−⇒<−

 

  .، مثبت است aاز  δدر همسایگی  fپس  o>)(afچون 

  .منفی است aدر یک همسایگی  fثابت کنید  af)(>oاگر ) ب

    )حل

−<oپس  o<)(afچون  )(af   2اگر قرار دهـیم
)(af

−=ε   چـونf  درa   پیوسـته

موجــــــــود اســــــــت بــــــــه طــــــــوري کــــــــه      o>4. اســــــــت

22

24
)()()()()(

)()()(

afafxfafaf

afafxfax

−<<+⇒

−<−⇒<−
  

22پس 
3 )()()( afxfaf <<  
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 ٤٣          حد و پیوستگی: دومفصل 

  .منفی است a    ،fاز  δپس در همسایگی  o<)(afحال چون 

12نقـاطی ماننـد    xایگی پیوسته باشد و در هر همس oxدر  fفرض کنید تابع   )3 xx , 
ooوجود داشته باشد که  >< )(,)( 21 xfxf  . ثابت کنیدoo =)(xf .  

ooاگر   )حل ≠)(xf  طبق مسأله)همسایگی هایی حول ) 2ox    وجـود دارد کـه روي
12بنابراین نقاط . xf)(>oیا  xf)(<oآنها  xx با شرایط فوق وجود ندارد  ,
ooپس  =)(xf است.  

  .پیوسته باشد  o=x را طوري تعیین کنید که تابع زیر در نقطه aمقدار   )4









=

≠
−+

−+
=

o

o

xa

x
x

x
xf

,

,
)( 11

11
3  

  )حل

2
3

2
3

131

121

11
11

3

=⇒

=
−+

−+
=

−+

−+
=

→→→

a

x

x

x
xxf

xxx
limlim)(lim

ooo  

ــر     )5 ــاط دیگـــــــــــ ــد در نقـــــــــــ ــرض کنیـــــــــــ فـــــــــــ

[ ]






=

∪−∈+
=

oo

oo

x

x
x

x
xf

,

),(),(,sin
)(

1111  

  .بررسی کنید  o,1  در نقطه هاي  fپیوستگی 

]    )حل ] ooo
o

o =×=+=
−→

k
x

xx 11 sinlim,  
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 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٤٤

  .حد راست این تابع وجود ندارد پس تابع در صفر پیوسته نیست

  :است زیرا 0حد راست برابر  ox=1براي 

o

oo

≠=×=

=⇒=⇒>⇒→

−

+

→

→

+

111

11

1

1
sinsin)(lim

)(lim)(

xf

xfxfxx

x

x  

  .پیوسته نیست 1پس تابع در نقطه 

6(  








<−
=
>

=
o

oo

o

x
x
x

xf
,
,
,

)(
1

1
  

  .را تعیین کنید gofو  fogناپیوستگی تابع هاي 

ــل ــون همـــواره  : حـ ]چـ ] 1<−≤ xxo  ــس ــت لـــذا   o>)(xgپـ اسـ
1== ))(()( xgfxfog بع همواره پیوسته استاین تا.  

  : داریم gofبراي 

 








<
=
>

=
o

o

o

x
x
x

xgof
1
1
1

)(  

  .همواره پیوسته است xgof)(=1پس 

این مثال نشان می دهد ممکن است دو تابع ناپیوسته باشند ولی ترکیب آنها پیوسته : توجه
  .باشد

ــد     )7 ــابعی مانن ــد ت ــت کنی ــه  fثاب ــط ا   aدر نقط ــر و فق ــت اگ ــته اس ــر پیوس گ
)()(lim afaxf

x
=+

→o
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 ٤٥          حد و پیوستگی: دومفصل 

موجـود   o>δداده شـده   o>εبـه ازاي  . پیوسـته باشـد   aدر  fاگر   )حل
  است که

εδ <−⇒<− )()( afxfax   
  :قرار دهیم داریم +x  ,axاگر به جاي 

εδ <−+⇒<−+=− )()()( afaxfaaxx o  
lim)()(و این یعنی  afaxf

x
=+

→o
  

lim)()(: حال فرض کنید afaxf
x

=+
→o

  

atآن گاه  o→xهرگاه  t-aقرار دهیم  xاگر به جاي  → .  

پس 
at

aftf
→

= )()(lim  پسf  درa پیوسته است.  

  .نقاط ناپیوستگی هر یک از توابع زیر را تعیین کنید  )8

1(  






>

≤
=

11
1

x

xx
xf )(  

111: داریم  )حل =−= )()( ff  
  .پیوسته است 1تابع در 

 
⇒==

==

++

−−

→→

→→

11

1

11

11

lim)(lim

lim)(lim

xx

xx

xf

xxf
 

  .ناپیوسته است x=−1تابع در 
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⇒==

−==

−

++

−→

−→−→

11

1

1

11
lim)(lim

lim)(lim

xf

xxf

x

xx  

2(  







>−

≤
=

11

12
xx

xx
xf

,

,cos
)(

π
  

−==oداریم ) حل )()( 11 ff.  

 .ناپیوسته است -1تابع در 
21

2

11

11

=−=

⇒

==

−−

++

−→−→

−→−→

xxf

xxf

xx

xx

lim)(lim

coslim)(lim o
π

  

3(  [ ]xxxf =)(  
  :در صفر. تابع در اعداد صحیح به غیر از صفر ناپیوسته است) حل

[ ] )(lim ooo
o

fQxx
x

==×=
→

 

4(  [ ]xxxf −=)(  
  .تابع در تمام اعداد صحیح ناپیوسته است) حل

5(  { } 



=−∈

x
xfRx 1)(,o  

 این تابع در نقاط به صورت
n
  .است ناپیوسته است Ζ∈nکه  1

6(  [ ]xxxf nxاین تابع در تمام نقاطی کـه   )(=− عـددي طبیعـی یـا     nو  =
  .صفر است ناپیوسته است
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 ٤٧          حد و پیوستگی: دومفصل 

7(  






∉−

∈
=

Qxx
Qxx

xf
,
,

)( 2

2
  

}دنباله این تابع فقط در صفر پیوسته است چون هر ) حل }na     گویا یـا اسـم کـه بـه
22صفر میل کند 

nn aa   .نیز به صفر میل می کند −,

Qxاگر : براي سایر نقاط ∈o  باشد
n

xan
1

+= o ً درQ  قرار دارد و  

)()()( ooo xfx
n

xaf n =→+= 221  

و 
n

xbn
1

+= o  درQ ار ندارد و قر  

)()()( oo xfx
n

xbf n ≠−→+−= 21  

  .مشابه این تابع در اعداد اصم نیز ناپیوسته است

8(  [ ]




∈+
∈

=
),(

,
)( 311

14

xx
xx

xf
o  

  ناپیوسته است چون ox=1این تابع در   )حل

 تابع پیوسته نیست
11

21
11

=

⇒=+=
++ →→

)(

)(lim)(lim

f

xxf
xx  

]توجه کنید دامنه تابع برابر  ]3,o  1است که در=ox پیوسته نیست.  

9(  [ ] [ ] [ ]xxxxfx 212
122

1
2
11 −−+−=∈ )(,,o  

    داریم ) حل
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  [ ] [ ]

[ ] [ ])(

)(

)(,)(,)(

xxx

xxxxf

fff

222
1

22
1

2
122

1
2
1

112
1

2
1

−−+−=

−−−+−=

== o

  

.    تابع در صفر ناپیوسته است

2
51322

11

2
1

2
1

2
1

2
1

1
+−=−−+−=

=+=

=
−

−=

+

−

+

→

→

→

))(()(lim

)(lim

)()(lim

xf

xf

xf

x

x

x

o

o

o

o

  

               پیوسته نیست 1تابع در 
⇒  

12
1

2
3212

1
2
1

2
1

=−=−−+−=
+

→

))(()(lim xf
x

 

2تابع در 
  ⇒ پیوسته نیست 1

=−4فرض کنید   )9 xxf ]روي بازه  fثابت کنید  )(   .پیوسته است ,104[
]چــون بــراي هــر   )حل ]104,, ∈≥− xx oε  4اســت و تــابع−x 

  .ته استروي این بازه پیوس fپیوسته است پس 
]فرض کنید   )10 ] Rf →+∞,: o     تـابعی دلخـواه باشـد و)()( xfxg ثابـت  ,  =

  .پیوسته باشد oدر نقطه  gاز راست پیوسته است اگر و فقط اگر  oدر نقطه  fکنید 
)حل ــد    ــرض کنی fف در   o ــد    ــته باش ــت پیوس ــون . از راس چ o≥x ــس    ــت پ اس

)()()(lim)(lim oo
oo

gfxfxg
xx

===
→→
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 ٤٩          حد و پیوستگی: دومفصل 

  .در صفر پیوسته است gپس 

  آن گاه. در صفر پیوسته باشد gاگر 

)()()(lim)(lim)(lim oo
ooo

fgxgxfxf
xxx

====
→→→ +

 

  .پیوسته است oاز راست در  fپس 

−+=oآیا معادله   )11 2185 xx ریشه اي در بازه[ ]11   دارد؟ −,
2185بله اگر ) حل +−= xxxf   :در نظر بگیریم )(

151 تابع داراي ریشه است
12

−=
⇒<⇒=

)(
)()()(

f
fff ooo  

−−+=oثابت کنید معادله   )12 13 25 xxx  حداقل یک ریشه درباره),( 2o دارد.  
13  )حل 25 +−−= xxxxf   .را در نظر بگیرید )(

 .حـــــــــــــــــــــداقل یـــــــــــــــــــــک ریشـــــــــــــــــــــه دارد  

⇒<⇒−=+−−=
=

oo

o

)()()(
)(

121311
1

fff
f  

]فـرض کنیـد تـابع      )13 ] [ ]321 ,,: o→f    32پیوسـته باشـد و =)(f  وo=)(1f 
),(در بازه  oxثابت کنید عددي مانند  ooموجود است که  21 xxf =)( .  

xxfxhاگر تابع   )حل −=   :داریم. را در نظر بگیرید )()(

123222
11111

=−=−=
−=−=−=

)()(
)()(

fh
fh o  

)()(>oچــون  21 hh پــس . اســتx  ــه  ) 1و2(در ــود اســت ک ooموج =)(xh ــس پ
  oo xxf =)(  
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 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٥٠

34فرض کنید   )14
3

+−= )sin()( xxxf π . آیا عددي مانندox  2و  2(در بازه- (

3وجود دارد که 
7

=)( oxf؟  

53221322چــون   )حل =+==+−=− )(,)( ff  و تــابعf  2و  2(روي- (

53پیوسته است و 
71   .وجود دارد oxپس  >>

]فــــــرض کنیــــــد تــــــابع     )15 ] Rf →− , پیوســــــته باشــــــد   :,11
[ ] oo =−∈≠ )(,,,)( fxxf 112 .  

ooاگر به ازاي   )حل xxf ,)( طبق قضیه مقدار میانی تـابع هـر مقـدار    , شود <2
oooبین  =)(,)( fxf  را می گیرد یعنی  2را خصوصا مقدارx   دارد ي وجـود
  .است xf)(>2پس همواره . و این تناقض است. xf)(=2که 

]فـــــــرض کنیـــــــد تـــــــابع   )16 ] Rf . پیوســـــــته باشـــــــد :,53→
[ ] 303534 =∈≠ )(,,,)( fxxf  45ثابت کنید <)(f.  

45اگر   )حل >)(f 33است مقادیر بین  چون تابع پیوسته, باشد =)(f  و)(5f  را
کـه تنـاقض بـا     xf)(=4وجود دارد کـه   xیعنی , را می گیرد  4خصوصا مقدار 
45پس . فرض است <)(f است.  

]فرض کنید تابع   )17( ] Rf →3,: o  ،1پیوسته باشد=)(of   و معادلـهo=)(xf 

]هیچ ریشه اي دربازه  ]3,o        نداشـته باشـد ثابـت کنیـد بـراي هـر[ ]3,o∈x   داریـم ،
o>)(xf   
]براي   )حل ]3,o∈x  [ ]x,o را در نظر بگیرید ,f  چـون  . روي این بازه پیوسته اسـت

10 =)(f  , اگرo<)(xf حتماً , باشدf  ،روي این بازه ریشه داردکه تناقض است
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 ٥١          حد و پیوستگی: دومفصل 

  .o>)(xfپس همواره  
RRffفرض کنید   )18( →= :,)( oo  

Ryxyfxfyxf ∈+≤+ ,,)()()(  
  پیوسته باشد در هر نقطه دیگر هم پیوسته است  oدر نقطه  fثابت کنید اگر 

→oرا در نظر بگیرید نشان می دهیم  aنقطه دلخواه   )حل
=+

x
afaxf )()(lim

  
  وجود دارد که  δ<0, داده شده  ε<0براي 

εδ <⇒< )(xfx  
)()()( xfxfaxf +≤+  
)()()( xfafaxf ≤−+⇒  

εδ <≤−+⇒<⇒ )()()( afafaxfx  
lim)()(و این یعنی  afaxf   . پیوسته است aدر  fپس  +=

o→x      
RIgfهاي  بازه اي باز باشد، تابع Iفرض کنید   )19(   : و. پیوسته باشد ,:→

{ }

{ } IxxgafMaxxt

IxxgxfMinxs

∈=

∈=

)(),()(

)(),()(

  
  : پیوسته اند tو  sید ثابت کن

  : را می توان به صورت زیر نوشت tو  sتوابع ) حل
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22

22

)()()()()(

)()()()()(

xgxfxgxfxt

xgxfxgxfxs

−
−

+
=

−
−

+
=

  
  . همه توابع سمت راست پیوسته اند gو  fبا توجه به فرض پیوستگی 

  آیا ممکن است؟ . در نظر بگیرید gو  fدو تابع مانند   )20(
 aدر نقطـه   fogپیوسـته نباشـد امـا     aدر نقطـه   gاشـد و  پیوسـته ب  aدر نقطه  f  )الف

  .پیوسته باشد

2xxfتابع   )حل =)( و   



<−
>

=
o

o

x
x

xg 1
1

)(
  گیریم  را در نظر می 

f  درo=a   پیوسته است ولیg  درo=a پیوسته نیست اما :  

1xfog =)(  
  . همه جا پیوسته است

  .پیوسته باشد aدر  fogپیوسته نباشد اما  aدر  gو  پیوسته باشد  aدر  f) ب

  . xgof)(=1مثال قسمت الف را در نظر بگیرید اینبار   )حل
  . پیوسته باشد aدر  fogاما  gپیوسته باشد ونه   aدر  fنه ) ج

  مثال مورد نظر است) 6(تمرین   )حل
  . ثابت کنید هر چند جمله اي از درجه فرد حد اقل یک ریشه حقیقی دارد) الف( 21(

  چند جمله اي درجه فرد باشد آنگاه  f(x)اگر   )حل
  . حداقل یک ریشه دارد
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 ٥٣          حد و پیوستگی: دومفصل 

ــد ) ب ــرض کنی dcxbxaxxxpف ++++= ــه   o<dو  )(234 ــد معادل ــت کنی ثاب
0=)(xpحد اقل دو ریشه متمایز دارد.  

 
∞−=

⇒

∞+=

∞−→

∞+→

)(

)(

lim

lim

xf

xf

x

x

  

ــون   )حل ooچــــــــــــــــــــــــ <= df و  )(
o>+∞=

∞−→
)(lim xf

x  و
o>∞=

∞+→
)(lim xf

x و.  
),(پس حد اقل ریشه در بازه  o−∞  و یک ریشه در بازه),( ∞+o دارد .  

ــد   )22 ــرض کنیــــــــــ ــد  nفــــــــــ ــددي زوج باشــــــــــ عــــــــــ

oaxaxaxaxf n
n

n
n ++++= −

− 1
1

1 ooو  )(..... ≠aan . ثابــت کنیــد معادلــه
o=)(xf حداقل دو ریشع حقیقی دارد .  

ــون   )حل ooچ <aan   ــد ــرض کنی ooف <a  وo>na .  ــون ــت و  nچ زوج اس
o>na  پس  

+∞==
∞+→∞+→

n
n

xx
xaxf lim)(lim

  
+∞==

∞+→∞+→

n
n

xx
xaaf lim)(lim

  
ooاز طرفی  <= :)( af      پس حد اقـل یـک ریشـه حقیقـی در),( o−∞    و یـک ریشـه

),(حقیقی در  ∞+o وجود دارد .  
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