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  456 تمرین صفحه 
مـان  براي هـر یـک از نقـاط زیـر، دو مجموعـه دیگـر از مختصـات قطبـی ه        . 1

  .باشد  o>rو دیگري  o>rنقطه را پیدا کنید که در یکی 
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ــرایط      -2 ــا ش ــر را ب ــاط زی ــی نق ــات قطب πθو  o>rمختص 2≤≤o  ــین تع

  کنید
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  .ر را بنویسیدمعادله قطبی معادلات زی -3
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  .معادلات دکارتی معادلات زیر را بنویسید -4
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  462 تمرین صفحه

  .نمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید. 1

θ291 2 sin) =r               θ2162 2 cos) =r  
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)sin() θ−= 138 r  

 

)cos() θ−= 147 r                                       
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+−=oفــرض کنیــد خطــی از مبــدأ بــر خــط      . 2 cbydx   عمــود باشــد .

  .مختصات تقاطع آنها را در مختصات قطبی تعین کنید

b
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b
dxy +−=  

ــه صــورت   ــورد نظــر ب xخــط م
b
dy ــه  . اســت = ــی ب ــه در مختصــات قطب ک

)(صورت 
b
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22

22

2

22

2

11

db
cr

db
d

db
b

cr

d
btgd

d
btgb

c
db

cr

b
cr

b
dـr

ــ

+
=

+
+

+

=

+
=

+
=

+=

)(cos())(sin(cossin

cossin

θθ

θθ

  

63را در مورد خط 2مسأله . 3 =+ yx حل کنید.  
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  .نمودار توابع زیر را رسم کنید. 4

  θsin2=r)الف

11
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sinsin

yـx
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)sin()   ب °+= 452 θr  

  .در جهت ساعت دوران دهیم 45ْ را به اندازه فی است نمودار قبلی کا

  .ناحیه هاي زیر را در مختصات قطبی نمایش دهید. 5
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  446 تمرین صفحه

  .نقاط تقاطع نمودارهاي داده شده را پیدا کنید. 1

cos(,sin()    الف θθ 21 =−= rr  

  

)      حل
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θθ)    ب sin,cos 22 == rr  

  "است     قطب روي دو منحنی 
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,θcos) ج 21
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== rr  

1=r از قطب نمی گذرد.  
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  .منحنی دوم از قطب نمی گذرد
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ــودار . 2 θ2نم
3sin=r   ــد ــی کن ــع م ــودش را قط ــین  . ، خ ــاطع را تع ــاط تق نق

  .کنید

  

  469 تمرین صفحه

ــی   . 1 ــر منحنـ ــاس بـ ــط ممـ ــه خـ ــریب زاویـ =+θsinضـ 1r  ــه را در نقطـ
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زاویــه بــین شــعاع حامــل و خــط ممــاس بــر منحنــی هــاي زیــر را در نقــاط . 2

  .مفروض بدست آورید
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چکترین خطهــاي ممــاس بــر نقطــه تقــاطع مطلــوب اســت انــدازه زاویــه کــو. 3

  داده شده در منحنی  

θθ
π cos,cos,),( 4343

22
2

=−=− rrp  

o=
−×+×−

−
=

−×+×−

−×−−
==

)()(

).(

2
322

34

22

3
322

34

22
343

3
11 tgdm  

www.FANAVARI-IT.ir



 ١٣          حد و پیوستگی: دومفصل 

  

=
−×

−−××
=

−
+−

−−×−
==

3
32

2
34

23
3

2
34

3
323

2
3

28

23
3

3
2

3
28

22

)(

)(cossin

)(cossin

ππ

ππ

tgdm  

  

)cos( دلنماي. 4 θ−= 12r 2ثابت کنید . مفروض است
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baبـه ازاي هـر  . ثابت کنید. 5 ممـاس در هـر یـک از نقـاط تقـاطع       ، خطـوط ,

  .  اي زیر متعامدنددلنم
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)sin(,)sin( θθ −=+= 11 brar  
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   دهمفصل 

 
کاربردهاى 
 انتگرال
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  476 تمرین صفحه 10-1-5

ــع     .1 ــودار تواب ــه نم ــور ب ــطح محص 22س 22 yxyyx =−−= ــبه  , را محاس

  .کنید

   )حل

21222
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vyxxyyســـطح محصـــور بـــه نمـــودار توابـــع  . 2 =−=−+− ,o32
2

را  

  محاسبه کنید

  )حل
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xyxyســطح محصــور بــه نمــودار توابــع     . 3 cos,sin را در فاصــله  ==

π2≤≤ xo محاسبه کنید.  

3
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ــع    . 4 ــودار تواب ــه نم ــور ب ــطح محص xxyxyس 24
22

−=−= ــبه  , را محاس

  .کنید

  )حل
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==oمطلوب است محاسبه مساحت ناحیه محدود به خطوط . 5 xx و  2,

منحنی هاي 
2

22 xxyxy −== ,  

3
8

322
3

2 2
=−=−−= ∫

xdxxxxs
o

)(  

  

حصـــور بـــه نمـــودار توابـــع ســـطح م. 6
22

312 yxyx −== را محاســـبه  ,

  .کنید

  )حل
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( ) ( )

( ) ( )
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∫ ∫
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yxمطلوب است محاسبه مساحت ناحیه محدود به سهمی . 7
x

y 4
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8 2
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  )حل
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322مساحت قسمتی از ربـع اول را کـه داخـل دایـره     . 8 =+ yx     و محـدود بـه

xyyxسهمی هاي  22
22

==   .می باشد، حساب کنید ,
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  .حل می شود 2این مساحت با انتگرال دوگانه در ریاضی ) حل

xyxyمساحت ناحیه اي را حسـاب کنیـد کـه بـه خطـوط      . 9 cos, =+= و  1

  .ها محدود است xمحور 

  .صورت سؤال اشتباه است) حل

مطلوب است محاسبه مساحت بین منحنی . 10
232

2 xxyx −== ,  

  )حل

( ) ( )

( )

x y y

s x x dx x x

x u dx udu

u us u u du

= ⇒ = − = ⇒ = ±

= − = −

− = ⇒ = −
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= − =

∫ ∫
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2
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2
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2 8 4 4 2
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3 5

1 1 168
3 5 15

o o

o

  

  

مساحت بـین منحنـی هـاي    . 11
22

164 xyxy −=−= هـا را   xو محـور    )(,

  .تعین کنید

  )حل
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( )
,

( )( ( ) )

( )

x x
x x x x x x

x xs x x dx x
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32ت محدود به منحنی مطلوب است مساح. 12 24 +−= xxy و محورx ها که  

  .واقع است  xy)(بین عرض هاي نقاط می نیمم 

  )حل

16
4933

2
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241264
23
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−−=+−=′

yyy
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xxxxxxy

,,

,,

))((

o  

مساحت محدود به نمودار تابع . 13
22

1211 )(,)( −=−=− yxxy   را محاسـبه

  .کنید

  )حل
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( )
( ) ,

( ( ) ( ) ) ( ( )

( )( ) ( )

x x X
y y y

s y y dy y dy

yy

= − ⇒ =

− = ⇒ = =

= + − − − = − −

−
= − = − − =

∫ ∫

2

2 22 2 2

23
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1 1 1 42
3 3 3 3

o o

o

o

  

chxyسطح محصور به نمودار . 14 هـا را حسـاب    xو محـور   x=1و خط  =

  کنید

  .مساحتی وجود ندارد) حل

  

2مساحت هاي دو ناحیه اي را که سهمی . 15

2
1 xy 822درون دایـره   = =+ yx 

  .م می کند محاسبه کنیدتقسی

  ) حل

248

324842
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24
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2
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±=⇒=−+⇒

=−+⇒=+⇒=
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xxxxxy

o

o
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2228مساحت نیم دایره بالایی برابر نصف  )(ππ   .است π4است یعنی =

از هـم قـرار دارنـد     a2مراکز دو قرص مستدیر بـه شـعاع واحـد در فاصـله     . 16
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)( 1<< ao مساحت ناحیه اي را بیابیدکه محدود به دو قرص است.  

1111دایره هاي ) حل
2222

=+−=++ yxyx را در نظر مـی گیـریم خـط    )(,)(

ax −= ــت    1 ــره اس ــترك دودای ــر مش ــین    . وت ــاحت ب ــارن مس ــت تق ــه عل ب

11 22 =+− yx   و خط را محاسبه و دو برابر می کنیم )(

sin

( )

( ( )

( ) ( cos )

( sin ( ) sin (sin ) )

a

a

a a a

x a a y y a

a y dys
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xxfxxgاگر ) 18 αα ==> )(,)()
3

o انگاه مساحت محصـور بـه دو   ) ثابت

  .منحنی را حساب کنید

  ) حل
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ــودار  ) 19 ــه نم +−=oمســاحت محصــور ب 124
2

yyx  و محــور مختصــات و

  .را محاسبه کنید x=2خط 

  

  

2وابــع  مســاحت محصــور بــه نمــودار ت    . 20
33

=+== yxxyyx را  ,,

  .محاسبه کنید

( )

( )

( )

s y y dy

s y y dx

ys s y y

= − −

= − −

= = − − = − − =

∫
∫

1
3

1 0
1

3
2 0

142
3

1 2

2

2

3 1 3 32 2
2 4 4 4 4

o

  

( )

( )

y x y
x

xs dx tg
x

π π−

+ = ⇒ =
+

= = = =
+∫

2
2

2
2 1

124 12
4

12 36 6
4 2 4 2o

o
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  480تمرین صفحه 

  .مساحت سطح محصور را بیابید

1.  

, :

( ) ( ) , ( )

( ) ( )

( )( )

cos
, :

sin cos

x t
t c

y t t

g t t t g g

f t t f t t

s t t t dt t t

x t
t c

y t t

−
−

 = −
− ≤ ≤ 

= −
= − ⇒ − = − =

′= − ⇒ =

= − = −

−
= − = =

=
≤ ≤  =

∫

2

3

3

2

3 5 3

2
2

2

1
1 1

1 2 1

1 2

2 22
5 3

64 16 192 18 112
5 3 15 15

2

o
o

o

o

o

  

  

224                                      ". شکل کاملاً متقارن است xyx =+  

www.FANAVARI-IT.ir



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٢٦

cos (cos sin cos )

cos sin cos

cos ( cos cos )

( sin sin )

( )

s t t t t dt

tdt t tdt

tdt t t dt

t t t t

π

π π

π π

π

π π π

= −

= −

= + +

= + + +

= + =

∫

∫ ∫

∫ ∫

3 24

4 2 22 2

4 22 2

2

4 2

4 8

1 1 2 2 2
4

1 1 12 4
4 2 8
1 3
4 2 4 16

o

o o

o o

o

  

12حت بیضی مسا) 3

2

2

2
=+

b
y

a
x را محاسبه کنید.  

≥≥π2:     بیضی را به صورت زیر پارامتري می کنیم) حل
=

=
t

tby

tax
o

sin

cos
  

abab

dttabdttatbs

π
π

ππ

=×=

−−=−= ∫∫

22

2124 22
oo

)cos()sin(sin
  

3مساحت محدود به  ) 4
2

3
2

3
2

ayx   .را محاسبه کنید  +=

  .مساحت محدود به یک قوس سیکلوئید زیر را بدست آورید. 5

)cos(
)sin(

:
tay
ttax

c
−=
−=

1  
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 ٢٧          حد و پیوستگی: دومفصل 

( cos ) ( cos cos )

( sin sin )

s a t dt a t dt

t t t t

π π

π

π

= − = − +

= − + + = −

∫ ∫2 22 2

2

1 1 2

1 1 32 2 2
2 4 4

o o

o

  

  

  483تمرین صفحه 

مساحت ناحیه اي از صفحه را که بین اولین و دومـین دور از پـیچ ارشـمیدس    . 1

θar )(. واقع است = o>a پیدا کنید.  

( ) as a d a
π

π
θ θ θ π= = =∫

4
4 2 3 31 1 16 4

2 2 3 2 3o
o

 

  

  θ2sin=rمطلوب است سطح محدود به . 2

  :به علت تقارن کامل داریم) حل

∫ ∫ =−=×= 2 2
2

241242
1 π π

π
θθθθ

o o
dds )cos()(sin  

=+θcosو خارج دلنماي   θcos3=rمساحت داخل دایره . 3 1r را بیابید  

  )حل
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 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٢٨

cos cos cos

(( cos ) ( cos) )

( cos cos ) ( sin sin )

s d

d

s

π

π

π
π

π
θ θ θ θ

θ θ

θ θ θ θ θ θ θ

−

= + ⇒ = ⇒ = ±

= − +

= − − = + − −

= − ⇒ =

∫

∫

2 23

3

323

3

13 1
2 3

1 3 1
2

12 2 1 2 2
2

3 33
4 4

o
o

 

θ2erمساحت محصور به . 4 ==oو خطوط  = θπθ ,2  .  

( )s e d e e
π

π θ π πθ= = = −∫
2

2 4 2 41 1 1 1
2 8 8o

o

 

=−θcosو خارج دلنماي  r=1مطلوب است مساحت داخل دایره. 5 1r  .  

22دو نمودار همدیگر را در ) حل
3 π

θ
π

θ ==   .قطع می کنند ,

2به علت تقارن، مساحت در فاصله 
π

θ ≤≤o کرده، دو برابر می کنیم را حساب.  

∫ ∫

∫

−=−−=−=

−−×=

2 2
2

2
2

4224
1

2
122

112
12

π π

π

π
θθθθθθ

θθ

o o

o

)sinsin()coscos(

))cos((

d

ds
 

θθمطلوب است مساحت ناحیه مشترك به دو منحنی . 6 22 cos,sin == rr  .  

  .به علت تقارن، مساحت را در ربع اول حساب کرده، چهار برابر می کنیم) حل
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 ٢٩          حد و پیوستگی: دومفصل 

  

θθمساحت ناحیه بین . 7 cos,sin 66 == rr را حساب کنید.  

)(

)sin(

)cos(

)sin(

246

226

216

62

4

4

4
2

−=

−=

−=

=

∫

∫

∫

π

θθ

θθ

θ

π

π

π

o

o

o

d

S

 

θ222مساحت ناحیه داخل . 8 cosar   .را بدست آورید =

  ) حل

cos s inS a a a
π π

θ θ= = =∫ 2 2 24 44 2 4 2 4
oo

  

=+θsinمساحت ناحیه . 9 1r را محاسبه کنید.  

π2برابر  3-3-10حل طبق مثال 
  .است 3

θ22ون مســاحت محــدود بــه در. 10 sin=r  و دایــرهθsin2=r  را محاســبه

  .کنید

www.FANAVARI-IT.ir



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٣٠

sin sin )

( sin cos )

( ) ( )

s d
π

π

θ θ θ

θ θ θ

π π

= −

= − +

= − − = −

∫ 22

2

1 2 2
2

1 1 1 12 2
2 2 4 2
1 1 1 1 1
2 4 2 2 2 4

o

o

  

  

  . 489تمرین صفحه 

3طول منحنی . 1
3 θsinar πθرا در فاصله   = ≤≤o محاسبه کنید.  

  )حل

)()sin(

)cos(sin

sincossin)()(

4
33

23
2

2
3

2

3123

233
22

6224222

−=−=

−==

+=+=

∫∫

∫ ∫

π
πθ

θ

θ
θ

θ
θ

θθθ
θ

ππ

π π

aa

dada

aadrdrs

o

oo

o o

 

θ22مطلوب است طول قوس . 2 cosar 4را در فاصله  =
π

θ ≤≤o بیابید.  

  )حل
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∫∫

∫ ∫

∫∫

=+==

+=+=

+=+=

−=

θθ

θθθ

θθθθθθθ

θ
θ

π

ππ

dduutgtu

duuada

dadaas

a
d
d

32

4 2
1 22

4
22

4
4222

3
1313

312132

42424

22

sec

sincos

cossincoscossin

sin

o o

oo
 

)cos(طول دلوار . 3 θ−= 1ar را بیابید.  

) حل
∫ ==

++=+⇒=

π
πθ

θθ
θ

θ
θ

o
adas

aaar
d
dra

d
dr

2222
2

2222222
cossin)(sin

  

  .طول منحنی هاي زیر را در بازه داده شده محاسبه کنید. 4

txtyt) الف 222 cos,sin, ==≤≤ πo  

   )حل

                      ∫ =+= 2
22

2224
π

π
o

dttts cossin  

θθπθ)      ب
33

2 cos,sin, axay ==≤≤o  

  )                      حل
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 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٣٢

cos sin , sin cos

sinsin cos

dx dya a
d dt

s a d a a

π
π

θ θ θ θ
θ

θ
θ θ θ

= − =

= = =∫

2 2

2 2
2

3 3

4 3 12 6
2o

o

  

32طول قسمتی از منحنی . 5 xy ),(را که بین نقاط  = oo  و),( واقع است،  84

  .ه کنیدمحاسب

( )

( )

( )

( )

x xy x yy x y y
y y

y x

s xdx x x

′ ′ ′= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

′⇒ + = +

= + = × + +

= −

∫

2 4
2 3 2 2

2

2

4
4

3 92 3
2 4

91 1
4

9 2 4 9 91 1 1
4 3 9 4 4

8 1 1 1
27

o
o

o o

 

xyطول منحنی . 6 cosln=  4را در فاصله
π

≤≤ xo  محاسبه کنید.  

  )  حل

                                                   

sec

ln sec ln

y tgx s xdx

s x tgx

π

π

′ = − ⇒ =

⇒ = + = +

∫ 4

4 2 1

o

o

  

2طول قوس منحنی . 7

2
1 xy ),(از نقطه  = ooA تا نقطه),( 2

11B   را محاسـبه
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  .کنید

  )حل

sec

sec sec .sec .sec .sec

. sec sec sec

sec . sec ln sec

( sec ln sec )

( ln )

y x s x dx d

d d tg tg d

tg d d

d tg tg

s tg tg

π

π

θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

−
′ = ⇒ = + =

= = −

= − +

= + +

= + +

= +

∫ ∫
∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

1 2 34

3 2 2

3

3

4

1

1 1
2 2

1 1
2 2

2 1 2
4 2

o o

o

 

23طول قوس منحنی . 8 8xy ),(از نقطه  = ),(تا نقطـه   21 را بـه دسـت    1827

  .آورید

  )حل
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 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٣٤

( )
( ) ( )

( )

(

(( ( ) )

xy y x y
y

dx y dx y y
dy x dy x

dx y
dy

s ydy y

′ ′= ⇒ =

×
= ⇒ = =

+ = +

= + = × +

= + × − + +

∫

2
2

2 4
2

2 2 2

2

18
18

2
2

163 16
3

3 9 9 8
16 16 16

91 1
32

9 2 32 91 1
32 3 9 32

64 9 9 91 18 1 1
27 32 16 16

  

36طول قوس منحنی . 9 4 += yxy  21را در فاصله ≤≤ y به دست آورید.  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y dx yx
y dy y

dx y
dy y

y ys dy
yy

= + ⇒ = −

+ = +

= + = + = − − − = +∫

3 2

2

2
2 2

2

22 32

21
1

1 1
6 2 2 2

11
2 2

1 1 8 1 1 1 7 1
2 6 2 6 4 6 2 6 42

  

322طول قوس قسمتی از منحنی . 10 149 )( xy تـا   o=xکـه در ربـع اول از    =+

22=x واقع است تعین کنید.  
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∫ ++=

+=
+

=′

+
=′⇒+=′

22 22

22
2

422
2

22
22

141

14
9

116

3
1412418

o
dxxxs

xx
y

xxy

y
xxyxxyy

)(

)()()(

)()(

 

طول قوس منحنی مقابـل را  . 11

.: بیابیــــــــــــــــــــــــــد

4≤≤
=

= t
tey

tex   C t

t

o,
sin

cos:   

  )حل

 

 

  :را به دست آورید cطول قوس منحنی . 12

11
1

2
≤≤

=

+=
−

t
ttgy

txC o,ln:  

  )حل

(cos sin ), (sin cos )

( )

t t

t t

dx dye t t e t t
dt dt

s e dt e e

= − = +

= = = −∫
44 42 2 2 1

o o
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,

ln ( )
( ) ( )

ln ( ) ln ln ( )

dx t dy
dt dtt t

t dtS dt t t
t t t

= =
+ +

= + = = + +
+ + +

+
= + − =

∫ ∫

2 2

1
21 1 2

2 2 2 2

1
1 1

1 1
1 1 1

1 21 2 2
2

o o

o

 

2طول قوس . 13
3

2 23
1 )( += xy  3را در فاصله≤≤ xo محاسبه کنید.  

  )حل

∫ ∫∫ =+=+=+=++=

++=′+⇒+=′

3 3
3

2223 22

2222
1

2

123
31121

2112

o oo o
xxdxxdxxxxs

xxyxxy

)()()(

)()()(
 

1طول قوس . 14
1

+
−

= x

x

e
ey ln  32را در فاصله ≤≤ x تعین کنید.  

  )  حل

ln ( ) ln ( )

( )( )
( ) ( )

ln( )

ln

x x

x x x

x x x

x x

x x

x x x
x x

x x x

y e e
e e ey

e e e
e ey

e e

e e es dx dx e e
e e e

e e
e e

−
−

−

−

−

= − +

′ = − =
− + −

+′+ = + =
− −

+ +
= = = −

− −

−
=

−

∫ ∫

2

2 2 2
2

2 2 2 2

323 3

22 2
2

3 3

2 2

1 1
2

1 1 1
4 11 1

1 1

1
1
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2طـول قـوس منحنـی   . 15
3

2
323

1
3
1 )(, +=+= txtty   3را در فاصـله≤≤ to 

  .محاسبه کنید

)حل

∫ ∫ −+=++=

=+=

3 3 22

2
1

78923
1

9
432

3
232

o o
dtttts

t
dt
dyt

dt
dx

)(

,)(
  

2طول منحنی . 16
4

32
1
x

xy o11را در فاصله  =+ ≤≤ x حساب کنید.  

( ) ( )

( )

( ) ( )

xy x
x x

y x
x

s x dx x
x x

−′ = − =

′+ = +

= + = −

= − − −

∫

6
3

3 3

2 3 2
3

10
1 3 4

3 21
1

4

1 64 14
16 16

11 4
16

1 14
16 32

1 11 1
32 32

o

o
o o

 

  . 495تمرین صفحه 

  .را پیدا کنید BCحول خط  OBCحجم حادث از دوران ناحیه  .1

  )حل
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( ) ( )

( ) ( )

V y dx x dx

xx x dx x x

π π

π

= − = −

= − + = − +

∫ ∫

∫

3
4 42 22

43 544 3 2 2

8 8

3216 64 64
4 5

o o

o
o

 

xyحجم جسم حاصل از دوران ناحیه بین سهمی  .2 42 xyو خط  = = 

   .را بیابید x=4حول خط 

  .را تعین کنید hو ارتفاع  aحجم مخروط مستدیري به شعاع قاعده . 3

  )حل

∫ ==

=

h
hadxx

h

aV

x
h
ay

o

22
2

2

3
1

ππ
 

xyمطلوب است حجم حاصل از دوران ناحیه بین سـهمی  . 5 و محـور   2=

y   . y=2، حول خط  y=1ها و خط  

  

  )حل

(( ) ( ) )

( ) ( ) ( )

V x dx

xx x dx x x xπ π π

= − − −

= − + = − + = − +

∫

∫

1 2 2

121

2 2 1

8 8 13 4 3 3
3 2 3 2

o

o
o
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22حجم حادث از دوران ناحیه محدود به  yyx هـا را   yحـول محـور    =−

  .تعین کنید

( ) ( )

( ) ( )

V y y dy y y y dy

yy y

π π

π π

= − = − +

= − + = − +

∫ ∫
2 22 2 2 3 4

25
3 4

2 4 4

4 32 3216
3 5 3 5

o o

o

 

محصور به منحنی  Aناحیه . 7
2

xy 14و  = === yyx ,,o  حول محور

x حجم جسم حادث چقدر است؟. ها دورانه می کند  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

V x dx x dx

V x dx x dx

x xx x

V

π π

π π

π π

π π

− −

−

= − − −

= − − −

= − − −

⇒ = − − −

∫ ∫
∫ ∫

2 12 4 4

2 1

2 14 4

1
2 25 5

2 4 1

2 16 2 1

2 16 2
5 5

32 12 32 2 1
5 5

o

o o

 

12منحنی . 8

2

2

2
=+

b
y

a
x  را حول محورx   ها دوران می دهیم، حجم حاصـل

  .چقدر است

  ) حل
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abaab

dx
a

xbdx
a

xbV

a

xby

aa

a

22

2

2
2

2

2
2

2

2
22

3
4

32

121

1

ππ

ππ

=−=

−=−=

−=

∫∫−

)(

)()(

)(

o
 

حجم حاصل از دوران سطح محصور بین منحنی هاي 
22

8 xyxy == , 

x حول محور   .ها را حساب کنید 

,

( ) ( )

( )

x x x x

xV x x dx xπ π

π

= ⇒ = =

= − = −

= −

∫

4

252 4 2

8 2

8 4
5

328
5

o
o

o

 

ayxناحیه واقع بین محورهاي مختصات و سهمی . 10 را حول  +=

  .حجم جسم حاصل را محاسبه کنید. ها دوران می دهیم xمحور 

  )حل
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( ) ( )

(( ) ( ) )

( )( ( )

( )

a

a

y a x y a x ax

y a x a x ax ax

V a x a x ax ax dx

a xV ax ax ax ax
a

a a a a a

π

π π

= − ⇒ = + −

= + − + +

= + − + +

+
⇒ = − − × +

= − − + =

∫

2 2

2

53
22

2

3
3 3 3 3

2

4 4

4 4

8 4 2 2
3 3 5

8 8 8 82
3 3 5 15

o

o

 

xyحنـی  ناحیه بین یک قوس از من. 11 sin=      و محـور عـرض هـا و خـط

1=y  را حول محورy ها دوران می دهیم حجم حاصل را محاسبه کنید.  

( sin ) ( cos sin sin ) ( )xV x x dx x x x x

π
π π

π π π= − = + − − = −∫
22 2

22 1 2 2 1
2 8o

o

 

ــه ســهمی  . 12 ــه محــدود ب 24حجــم حاصــل از دوران ناحی
1 2 += xy  و خــط

o=+− 1485 yx  حول محورx ها را به دست آورید.  

  )حل
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,

( ) ( )

y x x x

x x

x x

xV x dxπ
+

−

= + ⇒ + = +

⇒ − − =

+ −
= =

+
= + −∫

2 2

2

5 1 5
2 2 22

5 1 5
2

8 2 4 5 14 2 4

2 5 1

5 1 5 5 1 5
4 2

1 5 142
4 8

o

o

o o

o o

 

  

  . 498تمرین صفحه 

سـانتی   2سانتی متر، حفره اي به شـعاع   5در یک جسم کروي شکل به شعاع . 1

حجم قسمت باقیمانده جسم . متر ایجاد می کنیم محور حفره یک قطر کرده است

  .ریدرا بدست آو

( ) ( )

( )

V π π π

π

= − = −

=

4 4 4125 125 8
3 3 3

4 117
3

 

محصور به  OBCمطلوب است حجم جسم حادث از دوران ناحیه . 2
32

xy = 

==oها و خطوط  xمحور  yy   .ها  x، حول محور  8,
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 ٤٣          حد و پیوستگی: دومفصل 

( ) ( )

( )

xV x dx x

V

π π

π π

= − = −

= − =

∫
444 364 64

4
256 64 192

o
o

  

32محصور به منحنـی   OACاز دوران ناحیه مطلوب است حجم حادث . 3 xy = 

  . acها حول خط  xو محور  x=4و خط 

(( ) )

(( )

( )( ) ( )

V x dx

V x x dx

xV x

π

π

π π

= − −

= − +

= − = −

∫

∫

3
4 22

3
4 32

454 2
2

8 64

16

32 3264
4 5 5

o

o

o

 

ــاي    . 4 ــی ه ــه منحن ــه محصــور ب ــوب اســت حجــم حــادث از دوران ناحی مطل

xyxy ==
22

  . x=−2حول خط        ,

  ) حل

,

( ) ( )

( ) ( )

( )

) ( )

y x

V y y dy

V y y y y dy

y y yV y y

V

π

π

π

π π

≤ ≤ ≤ ≤

= + − +

= + + − + −

= + − +

+ −
= + − + = =

∫
∫

1 2 2 2

1 4 2

12 5 3

1 1

2 2

2 4 4 4

4 4
2 3 5 3

1 4 1 4 15 8 6 89
2 3 5 3 3 3

o

o

o

o o

o

o o
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 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٤٤

2xyناحیه اي که به سـهمی  . 5 xyو خـط   = حـول  . محـدود و در ربـع اول اسـت    =2
  .ها دوران می کند حجم جسم حاصل را تعین کنید yمحور 

( ) ( )

( )

xV x x x dx x

V

π π

π π

= − = −

= − =

∫
242 2 322 2 2

3 4
16 82 4
3 3

o
o  

2xyجسمی را بیابید که از دوران ناحیه بـین سـهمی   حجم . 6 xyو خـط   = حـول   =2
  .ایجاد می شود  x=2خط 

  )حل

(( ) ( ) )

( )

( ) ( )

( )

yV y dy

yV y y y dy

yV y y y

V

π

π

π π

π π

= − − −

= − + + −

= + − = + −

= − =

∫

∫

4 2 2

24

43
2

2 2
2

2 2
4

4 3 64 32 24
12 3 2 12 3
48 72 8
3 3

o

o

o

 

),(یک دیسک به شعاع و به مرکز . 7 ob  کهo≤≤ ab ر حول محوy   ها دوران مـی

  .کند و یک چنبره تولید می کند حجم جسم آن را تعین کنید

  )حل
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 ٤٥          حد و پیوستگی: دومفصل 

( ) ( )

( ) ( )

.

b a a

b a a

a a

a a

a

x b y a y a x b

V x a x b dx x b a x dx

x a x dx b a x dx

ab a x dx a b

π π

π π

π
π π π

+

− −

− −

− + = ⇒ = ± − −

= − − = + −

= − + −

= − = × =

∫ ∫

∫ ∫

∫

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2
2 2 2 2

4 4

4 4

8 8 2
4o

 

xyyaxناحیه مثلثی . 8 ==>= ,, oo    حـول خـطabx دوران مـی کنـد و    =<

  .حجم جسم به دست آمده را حساب کنید. جسمی پدید می آورد

  )حل

  

(( ) ( )

( ) ( )( ( ) ) ( ( ) )

a

a

V b y b a dy

y b a bV b a y a b a

π

π π

= − − −

− −
= − − = − −

∫ 2 2

0

3 3
2 2

3 3
o
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